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Uberblick

Meine Interessenschwerpunkte bewegen sich zwischen Zahlentheorie und algebrai-
scher und arithmetischer Geometrie. Wesentlich beruhen sie auf Fragen der Mo-
dularitdt und des Definitionskorpers. Ein ausgezeichnetes Studienobjekt sind dabei
Calabi-Yau Varietéten und elliptische Flachen bzw. elliptische Kurven iiber Funk-
tionskorpern.

Im folgenden stelle ich in aller Kiirze meine bisherigen Forschungstétigkeiten dar.
Ferner werden einige zukiinftige Forschungsvorhaben skizziert. Die einzelnen The-
men finden sich in einer logischen (und im wesentlichen zeitlichen) Abfolge. Der
momentane Forschungsschwerpunkt liegt auf den Themen 3, 5 und 6.

1 Modularitdt von Calabi-Yau Varietéten

2 Hecke Eigenformen mit komplexer Multiplikation

3 Singuldre K3 Flichen

4 Singuldre Fasern elliptischer Fléchen

5 Modularitét elliptischer Kurven iiber Funktionskérpern

6 Supersingulidre Flichen

1 Modularitat von Calabi-Yau Varietaten

Die Modularitéit von Calabi-Yau Varietéiten hat ungemein an Aufmerksamkeit ge-
wonnen, seitdem Wiles et al [Wi] die Tanyiama-Shimura-Weil-Vermutung bewiesen
haben, also die Modularitét elliptischer Kurven iiber Q. Inzwischen ist dank der
Arbeiten von Khare-Wintenberger und Kisin zu Serre’s Vermutung die Modula-
ritdt fast aller zwei-dimensionaler Galoisdarstellungen iiber Q bekannt. Konkrete
geometrische Beispiele sind jedoch limitiert.

Die Modularitéit von Calabi-Yau Varietdten der Dimension > 2 wird in einem ge-
meinsamen Ubersichtsartikel mit K. Hulek und R. Kloosterman behandelt [HKS].
(Singuliire) K3 Flichen werden separat in Abschnitt |3|gewiirdigt. Die Modularitéts-
resultate fiir Calabi-Yau Dreivarietiten iiber Q betreffen starre Varietdten oder
solche mit spaltenden Galoisdarstellungen. Obwohl es mittlerweile umfangreiche
Beispiele gibt (vgl. [M] fiir eine extensive Sammlung), ist die Liste der assoziierten
Neuformen recht begrenzt.
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In [S1] und [S2] habe ich einige interessante Calabi-Yau Dreivarietiten iiber Q
gefunden, deren Galoisdarstellungen in zwei dimensionale Darstellungen spalten.
Ich bewies die Modularitét, indem ich explizit die assoziierte Neuform bestimmte.
Nach einer Konstruktion von Schoen [Sc| gingen die Varietiten als Faserprodukte
aus semi-stabilen rationalen elliptischen Flachen mit Schnitt hervor.

Um Varietdten zu anderen Neuformen des Gewichts 4 zu finden, kann dieselbe
Konstruktion auf rationale elliptische Flachen mit additiven singuldren Fasern an-
gewandt werden. Herfurtners Klassifikation rationaler elliptischer Flichen mit vier
Spitzen [H| liefert eine Fiille an moglichen elliptischen Flidchen, die zu vielen neu-
en Beispielen modularer Calabi-Yau Dreivarietiaten fiihren wird. Auf diesem Wege
lassen sich viele neue Modulformen in einer Calabi-Yau Varietidt geometrisch reali-
sieren.

Desweiteren will ich Faserprodukte iiber reell-quadratischen Koérpern konstruieren.
Im starren oder spaltenden Fall werden diese zu interessanten Hilbertschen Modul-
formen korrespondieren.

In weiterer Vorteil von Schoens Faserprodukten ist, dass sie verschiedene Quoti-
entenkonstruktionen erlauben. Bereits in [Sc] wird der Kummer-Quotient der ge-
nerischen Faser untersucht. Dieser Ansatz kann manchmal auch zu expliziten Mo-
dularitétsbeweisen verwandt werden. In [BD] werden Quotienten nach Torsions-
schnitten der elliptischen Flidchen behandelt - allerdings nur im allgemeinen Fall,
in dem das Faserprodukt glatt ist. Mir erscheinen jedoch gerade die Fille interes-
sant, in denen wir die Kompatibilitéit von Desingularisierung und Quotientenbildung
priifen miissen. Auf diesem Wege will ich Calabi-Yau Varietdten mit neuen Paaren
(hY1, h1:2) konstruieren. Oftmals lassen sich diese sogar iiber Q definieren und mit
Modulformen in Verbindung setzen.

Zur Modularitét von Calabi-Yau Varietidten der Dimension > 3 ist wenig bekannt;
im wesentlichen sind bisher nur sehr spezielle hohere Kummer-Varietdten gefun-
den worden [CHJ. Um diesen Ansatz weiterzufithren, konstruiere ich mit S. Cynk
hohere Kummer-Varietiaten fiir Weil-Restriktionen elliptischer CM-Kurven. In Di-
mension 3 erlauben diese eine Auflésung der Singularititen, die zugleich Calabi-Yau
und iiber Q definiert ist. In [CS] bestimmen wir ferner L-Reihe explizit. So zeigen
wir, dass sich mit einer Ausnahme alle Hecke Eigenformen des Gewichts 4 mit ra-
tionalen Koeffizienten und komplexer Multiplikation durch Calabi-Yau Varietéiten
realisieren lassen (s. Thm. . In hoherer Dimension treten Obstruktionen bei der
Desingularisierung auf, die wir in einem zukiinftigen Projekt untersuchen wollen.

2 Hecke Eigenformen mit komplexer Multiplikation

Eine besondere Klasse der Modulformen sind diejenigen mit komplexer Multiplika-
tion (CM). Auch wenn diese Eigenschaft sehr speziell ist, spielen CM-Neuformen
eine wichtige Rolle in der arithmetischen Geometrie, wie im n#chsten Abschnitt
anhand singulérer K3 Flichen angedeutet.

Laut eines Resultats von Ribet [R] erlauben CM-Neuformen eine explizite Be-
schreibung durch Hecke-Charaktere. Die Analyse der korrespondierenden Hecke-
Charaktere fithrte mich zur Klassifikation der CM-Formen mit rationalen Koeffizi-
enten.

Theorem 1 ([S5, Thm. II.3.4])
Fiir festes Gewicht k ergibt die Abbildung

CM-Neuform f — CM-Kérper K
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eine bijektive Korrespondenz

CM-Neuformen des Gewichts k _ Imaginir-quadratische Korper K
mit rationalen Koeflizienten &L L 50 dass die Klassengruppe CI(K)
bis auf Twists Exponent ek | (k — 1) hat

Die Beweismethoden will ich auf den Fall total reeller Koeffizientenkorper F' verall-
gemeinern. Der néchste Abschnitt gibt eine Anwendung von Thm. [1] auf singulére
K3 Flichen. Relationen zu Calabi-Yau Dreivarietidten wurden in [CS] behandelt.

3 Singuldre K3 Flachen

K3 Flichen sind zwei-dimensionale Calabi-Yau Varietdten. Als solche werden sie
nicht nur in algebraischer und arithmetischer Geometrie studiert, sondern sind auch
fiir Stringtheoretiker von grofiem Interesse.

Eine komplexe K3 Fliche S heifit singuldr (im Sinne von exzeptionell), wenn sie
die maximale Picard-Zahl p(S) = 20 besitzt. Folglich hat das transzendente Gitter
Ts Rang 2 und liefert somit eine zwei-dimensionale Galoisdarstellung. Falls S iiber
Q definiert ist, folgt die Modularitédt nun aus einem Resultat von Livné [L]. Mein
urspriingliches Interesse an singulidren K3 Fldchen war durch die folgende Frage
motiviert, die unabhéngig von B. Mazur und D. van Straten formuliert wurde:

Frage 2 (Mazur, van Straten)
Fiir welche Neuformen des Gewichts 3 mit rationalen Koeffizienten gibt es eine
assoziierte singuldre K3 Fléche iiber Q7

Zunéchst habe ich darauthin eine Reihe von Beispielen singulédrer K3 Flichen iiber
Q konstruiert [S3]. Im néchsten Schritt zeigte ich durch Thm. [1} dass die assoziierte
Neuform praktisch durch den korrespondierenden imaginar-quadratische Korper K
des Exponenten 1 oder 2 bestimmt ist. Nach einem Resultat von Weinberger [We]
gibt es 65 solche Korper und hochstens einen weiteren. Nachdem ich alle extremalen
elliptischen K3 Flichen und Kummer-Flichen von Weil-Restriktionen elliptischer
Kurven mit CM einbezogen hatte, habe ich begonnen, mit Computerunterstiitzung
in Familien von K3 Flachen von hohem Rang zu suchen. Inzwischen wurden so mit
N. Elkies singuldre K3 Flichen iiber Q fiir 62 der 65 CM-Koérper gefunden.

Das ultimative Ziel besteht jedoch in der Klassifikation aller singulidrer K3 Flichen
(bis auf Isomorphie) iiber Zahlkérpern mit festem Grad iiber Q. In Analogie zu ellip-
tischen Kurven mit CM ist die Zahl dieser Varietdten ndmlich nach einem Resultat
von Safarevi¢ [S] endlich. Indem ich obere und untere Schranken fiir den minimalen
Definitionskorper hergeleitet habe, habe ich den ersten Schritt in diese Richtung
vollzogen [ST7]. Dieser gewihrt bereits eine vollstindige Losung fiir viele Fille. Der
Beweis bedient sich klassicher Resultate iber CM und der Theorie singulérer abel-
scher und K3 Flichen, wie sie von Shioda mit Mitani [SM] bzw. Inose [SI] entwickelt
wurde. Fiir den allgemeinen Fall werde ich weitere Kriterien herleiten.

Ein Projekt mit F. R. Villegas stellt eine Verbindung zwischen speziellen Werten
der L-Reihen von singulidren K3 Flichen und logarithmischen Mahler-Maflen her.
Solche Relationen sind durch Vermutungen von Bloch und Beilinson vorhergesagt.
Auch hier studieren wir Familien von K3 Fldchen hohen Ranges, um dann zu spezia-
lisieren. Die angewandten Methoden waren bisher nur fiir einige Bespiele elliptischer
Kurven bekannt [V].
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4 Singuldre Fasern elliptischer Flachen

Wihrend des Studiums singuldrer K3 Flidchen stiel ich auf die Frage, was die ma-
ximalen Fasern von elliptischen Flichen iiber P! seien (bei fester Eulerzahl). Fiir
K3 Fldchen erzielte ich eine komplette Antwort in [S4]. Im wesentlichen besagt die-
se, dass auch in positiver Charakteristik keine anderen singuliren Fasern auftreten
kénnen als tiber C.

Elliptische K3 Fléachen stellen aber in zweierlei Hinsicht einen Sonderfall dar: Zum
einen gibt es fiir feste Charakteristik gibt es nur endlich viele Eulerzahlen, so dass
keine groBeren Fasern auftreten als {iber C. Dieses Ergebnis steht im Zusammen-
hang mit Davenport-Stothers-Ungleichungen und wird in einem gemeinsamen Arti-
kel mit A. Schweizer ausfiihrlich behandelt [SS1]. Der einzige Ausnahmefall besteht
in additiven Fasern in Charakteristik 2 und soll gesondert behandelt werden.

Zum anderen ist es im K3-Fall moglich, die Eindeutigkeit der elliptischen Flichen
mit maximaler Faser zu beweisen. Dies ist der Gegenstand eines weiteren gemein-
samen Artikels mit A. Schweizer [SS2] und beantwortet eine Frage Shiodas.

Ein neues Projekt mit A. Schweizer untersucht elliptische Flichen iiber elliptischen
Kurven mit nur einer oder zwei Ausnahmefasern. Uber C sind diese komplett klassi-
fiziert und unter anderem in einer Arbeit mit T. Shioda [ShS] untersucht worden. In
positiver Charakteristik erwarten wir im wesentlichen dieselbe Klassifikation; ledig-
lich in Charakteristik 2 und 3 ergibt sich (nicht zuletzt wegen wilder Verzweigung)
ein anderes Bild.

5 Modularitat elliptischer Kurven iiber Funktionskorpern

Die Ergebnisse zu Davenport-Stothers-Ungleichungen in [SST] ermdoglichten uns
auBerdem, alle ganzen Punkte gewisser elliptischer Kurven iiber diversen Funk-
tionskdpern zu bestimmen. Diese Kurven F sind allesamt isotrivial, so dass sie im
Falle positiver Charakteristik stabil unter Frobenius-Basiswechseln sind. Dann l4sst
sich die Frobenius-Operation auf den Punkten von F untersuchen.

Ausgehend von E tiber Q(¢) kann man nun mithilfe der Reduktionen eine Galoisope-
ration auf den Punkten von E definieren. In allen Beispielen konnte ich zeigen, dass
die jeweilige Galoisdarstellung modular ist. Diesen neuartigen Modularitatsbegriff
will ich ausweiten und eingehend analysieren.

6 Supersingulare Flichen

Supersingulire Flichen wie auch die Néron-Severi-Gruppe im allgemeinen sind ver-
schiedentlich in meinen Arbeiten aufgetaucht, insbesondere zur Verifikation der
Tate-Vermutung und anderer arithmetischer Aspekte ([ST], [S6], [ShS]). Diese Ar-
beiten sollen in zwei Projekten fortgefiihrt werden:

Mit C. Liedtke mochte ich supersingulidre Horikawa-Flachen untersuchen. In ungera-
der Charakteristik sind solche Flichen kaum bekannt, geschweige denn systematisch
untersucht. In Charakteristik 2 stellt sich hingegen die Frage, ob jede solche Fliche
eine inseparable zweifache Uberlagerung des P? ist (also insbesondere unirational).

Ein neues Projekt mit T. Shioda widmet sich Fermat-Fléchen. Diese sind vielfiltig
untersucht worden. Etwa ist bekannt, wann das Néron-Severi-Gitter bis auf endli-
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chen Index von Geraden erzeugt wird (s. [AS]). Unsere Ausgangsfrage ist nun, ob
die Geraden bereits das gesamte Gitter erzeugen.

Mit Hilfe supersingulidrer Reduktion konnte ich dies unlédngst fiir die Fermat-Quintik
beweisen [S8]. Diese Methode wollen wir gemeinsam verallgemeinern und ausweiten.
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